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1. Resumen.- El mltodo de las caracter!sticas es uno de los pro-
cedimientos mas interesantes para el an411sis de los problemas -
de impacto. Cuando el dominio es monodimensional su implementa-
c16n es tan sencilla ~ue pueden utilizarse microordenadores con 
todas las ventajas de 1nteracci6n entre usuario y mAquina debido 
a las facilidades de tratamiento grAfico .. Adem&s en esos casos -
es posible representa~ leyes materiales muy sofisticadas. 
En este art!culo se presentan los resultados obtenidos con 
un proqrama especialmente disefiado para el estudio de la propaga 
ci6n de ondas monodiménsionales en medios viscopllsticos con muy 
variadas condiciones· de solic1tacic5n y contorno. 
2. Med·t·o de prop·agaei6n elegido 
Numerosos ensayos destinados a estudiar las propiedades di-
nlmicas de los materiales pl4sticos, muestran que la mayoría de 
·ellos se comportan en forma distinta al caso estltico, siendo muy 
sensibles a la velocidad de deformacic5n [1]. . 
Siguiendo a P. M. NACHAI y a S.A. HURCH [2] se distinque -
entre medios elasto-viscopl!sticos y elasto/viscopl&sticos. La -
prisaera denominaci6~ se reserva para los materiale. q~e muestran 
viscosidad, tanto en la fase ellstica como en la pl6stica, mien-
tras que la segunda se aplica cuando ello sucede s61o en las re-
CJiones plastificadas, de modo que antes de la plastificaci6n, el 
medio se comporta como puramente el!stico. · 
Las investigaciones sobre las ecuaciones constitutivas para 
.. dios elasto/viscoplSsticos en el caso de pequef\as deformaciones 
dieron comienzo con los trabajos de HOHENEMSER y PRAGER [3]. Es-
tas teorlas fueron desarrolladas por SOKOLOVSKI y su ge~eraliza­
ci~n se debi6 a PERZYNA [5,6]. 
PERZYNA [S] propuso la siguiente ecuacitSn.para materiales 
••nsibles a la velocidad de deformaci6n: 
' ' '~ 
~ij = iG sij + l-;" ~kk 6ij+ y< • (F) > "!!j (l) 
donde; 
y es un coeftciente ·de viacosidad.del materia.!. 
~ es generalmente una funci6n no linea·l del arqumento F. 
F es la funci~n de plastificaci~n considerada: 
H es el par&metro de rigidizaci6n del material. 
El slmbolo <4> _(Fl ~ se define como: 
. t o para F ~ o -~4>(F)~ = . 
<J>(F) para F !> o· 
En el caso de un material elasto/visco-perfectamente pl&s-
tico, la funci6n F es independiente de las deformaciones, por -
tanto suponiendo la forma: 
F = - 1 (21 
K 
1/2 
y cifi8ndose al criterio de HUBER.-MISES, donde f(a .) = (J2) , y K representa el llmite el4stico a co~tadura pura,iia ecuaci~n (1) 
p~ra un estado de tensi6n uniaxial se reduce a la forma: 
. 
• . a * 
E:=-+y E 
!.al 
< <1> (-. -. - 1) > signa 
a o 
(3) 
La naturaleza· de la funci6n <I>(F) en (3) ha sido ampliamente 
discutida por P. PERZYNA. Algunas de las formas propuestas son: 
<1> (F) = F 
4>(F) = FtS 
<J>(F) F = e ~1 
(o= 1,2,3, .... ) (4) 
El mejor ajuste entre estas formas y la ttxperiencia se ob-
tiene para la ley exponencial (4.2) cuando cS=St 
3. El md·todo. _de _l~s l!nea·~· car.actf_!rls;t~c·e.s en: .·el pro·ceso de pro-
pagaci6n de ~nda-si' el!j~to/.visco-pe·rfect·arnente: pl4sticas en me-
. - . . . . . . . . . . .. . . . . \' 
dios unidim·ens:to·n·al'es: 
El sistema de ecuaciones que rige el movimiento de un cuer-
po homog~neo, is6tropo y elasto/visco-perfectamente pl§stico, con 
siste de las tres ecuaciones de movimiento, las ecuaciones de coro 
patibilidad y· la ley de. comportamiento (3) .. Asf, para el caso uni 
dimensional y supcniendo fuerzas de volumen nulas, el sistema se 
reduce a: 
dO' 
2'' 
= 
a u 
dX p ~-
= 
a u (5) e: ax 
• 
cr * e: = - + y <~(F)> signcr E 
donde: 
M 5 <f>(F} = ( cr· ~ 1) 
o 
Llamando v = 3u/at, velocidád de las part!culas del medio 
y estableciendo la igualdad de derivadas cruzadas de u respecto 
de x Y. t, el sistema de ecuaciones en derivadas parciales (5) se 
puede poner en forma matricial como: 
au . au 
A ~ + a·~ + e = o (6) 
~ ax ~ at ~ 
donde: 
1 o o o -p o o 
A = o 1 o ; B = o o -1 . e = o u= ~· , 
~ ~ ~ ~ 
* <<f>(Fl>sigcr o o o o 1 -y 
O' 
V 
e: 
La ecuaci6n caracter!stica se obtendrá imponiendo'la condi-
cic5n IA-mBI=O, con m= dx/dt, de donde las pendientes de las l!neas 
caract~rf~ticas para (6} corresponden a los autovalores: 
m = O 
m = + C¡ do!lde e = Vf es la celeridad de las ondas. 
Los autovectorea $e obtienen resolviendo la ecuaci6n~ 
. ~ T [ A ":" m B] = O por lo que; 
'V 'U "' "' 
o 
. T [0,0,1] para m= Al = 
'V 
+ e A. T [~ 1 1, 1] para m = ~ = + -· -, 2 3 pC 
'V , 
. Las "relaciones sobre las caracter!sticas'' se obtienen de 
las ecuaciones: · 
resultando: 
- Para las lfneas x=cte: 
y AT B d~ + AT C dt = O 
"' "' ds· "' "" ds 
+ ~ Para las lfneas x= - ct + cte: 
- + * da + pe dv ... pe y <el> (F) > Signa dx··· = O (8 y 9) 
Es posible asf obtener los valores de a, v y e en el domi-
nio en estudio (x,t) resolviendo el sistema de ecuaciones (7,8 y 
9) para una serie de puntos caracterizados por ser el lugar de -· 
cruce de las lfneas caracter!sticas del problema, 
El medio en estudio, puede estar compuesto por tramos de -
distintas caractertsticas, tanto geom~tricas como del material; 
por tanto las pendientes de las lfneas caracter!sticas serán di-
ferentes para cada tramo- Por otro lado la función de carga puede 
presentar singularidades que han de ser recogidas por el llt que 
se f.ije. 
Para conjugar estos factores se ha seguido un m@todo de -
aproximaciones sucesivas en el que se varfan los parAmetros que 
definen la geomet.r!a de la malla ~t e Ax, comparando los errores 
cometidos por la aplicacicSn de un At propuesto y posteriormente 
modificado, tanto en el tiempo total de ·estudio como en las lon-
gitudes de los diferentes tramos y en los valores de la funciOn 
de carga, con lo~ eX"ro.res que para. cada. uno de estos factores se 
han fijado prev¡.~ente, 
Por ejemplo,· para el caso de una barra. compuesta por 3 tra-
mos de caracterfs·ticas diferentes se obtiene la siguiente malla: 
FIGURA. 1 
~~: 
4. 2. Integraci.6n de la·s: Ecuaciones 
IV 
III 
TI 
I 
Consid@rese en primer lugar una barra semiinfinita sometida 
a una carga funciOn del tiempo en su extremo inicial. 
De las condiciones iniciales del problema, en todos los pu~ 
tos sobre y bajo la ltnea x=ct, el vector ~ es nulo, pu~s a6n no 
ha llegado a ellos la onda de tensiOn, que se mueve precisamente 
con una velocidad c. En los puntos sobre la lfnea x=O, es conoci-
do el valor de la a sin m8s que introducir la funci6n de carga -
para un t dado .. 
; 
.... Et:t un tri4ngulo como el indicado . en la figura 1 con · ( 1) , -
la~ Qnicas inc6g~itas:•on los yalores de V y E para el punto P, 
que sé obtienen re$olv~endo. el, sistema .. formado por las ecuaciones: 
~ Ecuaci~n {71 a lo largo de.l!nea 1 ~·~. 
~ Ecuaci~n {91 ·a ló largo de la lfnea 2 ~ P. 
p 
1 
FIGURA 2 
La siguiente unidad fundamental de resoluci6n es el llamado 
"Diamante", indicado con (2) en la figura l. Aquf las inc6gnitas 
son los valores de a, v y E en P y las ecuaciones: 
- Ecuaci6n (8) a lo largo de la l!nea 1 - P. 
- Ecuac16n (9) a lo largo de la lfnea 3 - P. 
- Ecuaci6n (7) a lo largo de la l!nea 2 - P. 
p 
2 
FI·GURA 3 
Mediante elementos· "diamante" se pueden determinar los va-
lores de ~ en todos los puntos de la l!nea ti, que posteriormente 
cwnplirtan en el proceso de cAlculo de la lfnea III la misma mi-
si6n que las condiciones iniciale~ asignadas a la l!nea I. Este 
proceso se repetira tantas veces como sea necesario para cubrir 
el tiempo total de estudio. 
Es necesario en este punto, hacer una observaci6n respecto 
a la obtenci6n del valor de t(F), dado que el mismo depende de la 
f1 en el punto a determinar~ El procedimiento a seguir, es calcular 
el valor de o en el punto inc6gnita a pa~tt~ del va~or de ~(F) en 
el punto ante~iOX' solu:e la l!nea de cálculo, para posteriormente 
con este_: nuevo valor de Q repetir el proceso. tantas veces como ... 
sea 'necesario hasta. que ·el error cometido sea menor que el previ~ 
mente seleccionado. 
Consid~rese en segundo lugar una barrá semilnfinita que, -
moviéndose con una determinada velocidad choca contra un obstáculo 
totalmente rígido, En este caso, de las condiciones iniciales en 
los puntos sobre la lfnea x=c.t, el valor de v ser§ el de la vel~ 
cidad considerada y los de cr y e: nulos. En el tri~ngulo in!cial, 
no serS ya conocido el valor de cr para el punto P, sino que se -
impondr! la cond±cicSn.v=O, hasta que la cr en dicho punto sea de 
tracci5n, momento en el que se habr§ _producido el, ''rebote" de la 
barra comportándo·s~ ·por tanto este extremo como. "libre". El pro-
ceso posterior de resoluci6n a trav~s de.elementos "diamante" es 
.en todo análogo al qescrfto en, el caso anterior, 
En el-caso que la barra est~ compuesta por tramos de disti_!! 
tas características·, los pasos a seguir son id~nticos a los ya -
mencionados,. hasta el encuentro con el punto de unicSn de dos 2de -ellos. Ahora en el punto P se tienen. 6 inclSgnitas '.de ~1 y ~ ..... 
Las.6 ecuycione~ .provienen de ~a condici6n de compatib~lidad d!-
nám~~a v = v , , del equilibr~o de fuerzas e.n la secci6n fl 1 cr = fl 2cr , ypde la~ correspondientes ecuaciones sobre las l!neas Pca-rac~er!sticas para cada tramo. 
4. 3. ·condiciones de Contorno 
Se consideran a continuacic5n de manera esquemática distin-
tas condiciones de contorno que se han incorporado al programa. 
CASO CONDI.C.ION A .IMPONER 
Extremo final fijo v3 = o 2<r Extremo final libre cr3 = o 
' . . ' 
,. 
Obstáculo Elástico (K) K 
t· :[>2 ~ pcb. v3 = vinic • e ~ ........ 1 
~ ..... l ~ 
' ... ,, . 
,. 
Interposici6n de M~ !la 
r1gida. 
-
1 1 
Interposici8n de Masa 
amortiguador y Muelle 
1 1 1 
e 
S. Ejemplos 
S .1. Condiciones· de con·torno 
I 
v3 
l\I (13 
2 
3 3 
2 
2 
= v3 
I:I 
I 
AII 
rr v3.-vl 
• M ~ 03 = At 
2 
Consid~rese una barra de longitud finita y material total-
mente elAstico que es sometida a una funci8n de carga en su ex-
tremo inicial, ·tal como la que se representa en la figura 4. 
-3. JE+03 
·3 :ae:+83 
·2. 7E~Id3 
-:! .4E-+03 
·2. 1E+et3 
-1.8E+e3 
·l.SE•03 
·1.2E-t-03 
'3.0E+02 
-15 .fJE-+02 
·3.BE+B2 
n 
1 1 
Value of T (In~er =1.4ZB57142B~7E-SJ 
- -- - ---- -- ::> 
FIGURA 4 
La representaqi6n de los valores de la tensi6n en la sec-
ci6n media de dicha barra, obtenidos mediante el programa WOJCIECH, 
son los que se muestran en la figura S para el caso de que el ex-
tremo final est~ "Fijo" y 6 en el caso "Libre'' .. • 
3.6E·H!r.3 
J.aE+\33 
i! .4E~id3 
l .8E-t03 
I.?E-+1.:'11 
·i. OE-t02 
-1. 2E+03 
·1.3E+OJ 
•• 4E+\33 
l.ldE-t.;JJ 
49.41GG211187 
FIGURA S 
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n 
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\ 1 
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FIGURA 6 
En ellas puede observarse c6mo se cumple~ las leyes de re-
flexi6n de ondas, seg'(in las distintas condicio.nes de contorno. 
As! en la figura S se aprecia un primer escal~n de carga, 
consecuencia de su aplicaci6n en el extremo inicial, y a conti-
nuacic5n el paso de otro escal6n con las mismas características -
que el inicial, procedente de la reflexi6n de la onda en el extre 
mo fijo. Por filtimo al reflejarse este dltimo en el extremo ini~~ 
cial libre, la secci6n media acusa el paso de un escal6n de carga 
del mismo valor absoluto y signo opuesto. 
De esta manera, por ser el material totalmente elástico, no· 
existe p~rdida alguna de tensi6n en el escal6n, produci~ndose por 
tanto una secuencia indefinida de dos escalones positivos y dos -
negativos para el extremo.fijo, y de un escal6n positivo y otro -
negativo para el libre. 
S, 2. Mate·ri·a·l ela·s·to/v·t·sc·opl!·s·ttco 
Consid~rese ahora una barra de longitud finita con condicio 
nes de contorno Libre~Fijo, sometida a una carga·escalc5n como la 
de la figura 4 y de material Elasto/viscopl4stico cuya funci6n de 
viscoplasticidad es de la forma: [6J 
cf'(Fl 
Con cS=S y un lfmtte de plasticidad a
0 
2500. 
~-·ST R'E5 S 
3.'5E-+€t3 for the spe~e ct. 49.4166211107 
2.5[-tü] n 
1 ', 
1 1 
l. '3E~CI3 
1.·1F-+tt"3 
1 1 1 _ l7JE-+Id2 
H--H-t-t-1+1t+t+t~t+iH-t~~lf4t4H-;'-H++~~~~+++-+-~+ 
·1. -1E tü2 
•1, 7E+02 
- 1. :JE-+03 
•1.8E-+tt3 
·'2 AE-tu3 
Valu~ of T !Jnter =1.428571428~7E-5) 
__.- .~. -- - - - -- ,;· 
FIGURA 7 
Los resultados obtenidos mediante "WOJCIECH" para la sec-
ci~n media se muestran en la figura 7. En ~sta se aprecia c6mo 
al superarse el limite el!stico del material, se produce una pér 
dida de tensi6n en el escalón, más acusada a medida que la onda-
recorre la barra, hasta que, situándose las tensiones en el rango 
elástico, permanecen con el mismo valor en forma indefinida. 
S. 3. Choque contra obs·t§.culo totalmente· ·rtgido 
Cuando una barr.a.perfectamente el§.stica, movi~ndose con una 
velocidad de 13 m/seg 'V 50 Km/h choca contra un obstS.culo total-
mente r!gido, la situaci~n en velocidad de su extremo inicial se 
muestra en la figura B. 
H. f.E+I.!I3 
+1.3E+83 
H. 0Ct-IJ3 
l 
t-7.6[+02 { 
1 
J-'5. 2E:+I!I2 \ 
+2. t;;E+€12 \ 
-'·./ELOCITY 
for the apace ct. a 
~ "' 
1 '""" .... •-..· ·Y 'Y 
-2.t.Et-02 
-·5. 2[+-02 
-7.8E+-1.!12 
-1.8E+83 
-1 . .:.E+kE 
---------.:: 
.. 
FIGURA 8 
• ., 1 1 1 1 1 1 1 1 
' 
Como puede verse en Ref. 7, la seccic5n inicial pasa en el 
primer instante del proceso, desde la velocidad de choque hasta 
una velocidad cero, permaneciendo as~ hasta que la onda de velo-
cidad reflejada en el extremo libre, con el mismo valor y signo 
que la incidente, a diferencia de una onda de tensión~ alcanza -
el extremo inicial, instante en que todos los puntos de la barra 
se encuentra con la misma velocidad de -13 m/seg, moviéndose ~sta· 
por tanto como sólido libre en sentido opuesto al inicial. 
En las figuras 9 y lO, se representan_los valores en velo-
cidad y los correspondientes en tensi6n para la secci6n media. · 
Puede observarse c6mo al primer paso de _la onda de velocidad, la 
sección se comprime, permaneciendo as! hasta el instante en·que 
es alcanzada por la onda reflejada que por superposición de una 
tracción del mismo valor absoluto que la compresi6n inicial, deja 
a la sección libre de tensión. 
- \..IE:L OC :r T Y. 
l. 6[-t-1!13 for '\he ·apace ci. 50.5902G59G21 
1 
1 •••••••.••••••••• ".~ 
Value of T f!nter =1.5E-5J 
__________ ,. 
FIGURA 9 
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FIGURA 10 
'. 
S ~ 4 " Reflex"ión y t·:ra~.nSJnis.-j._6n 
Consid~rese una barra compuesta por dos tramos de longitud 
f !ni ta, cuyas area·s est4n en proporci~n uno a dos. Los resultados 
obtenidos por aplicacten del programa :WOJ'CTECH se representan en 
las figuras 11 y 12 para secciones muy próximas a la media en ca-
da uno de los tramos, e!;:tando el conjunto Libre~Fijo. 
Observando ambas figuras se aprecia c6mo se cumplen las le-
yes de transmisi6n y reflexi8n al p~so de una onda, de un medio· 
a otro de caractertsticas distintas, Ref. a. 
0 transm = 
~·~i-PI.ci· 
I:J.lp1Cl+I:J.2p2C2 
0 incid, 
0 reflej cr . incid, 
As! como el equilibrio de fuerzas en la sección media: 
De esta manera, habiendo introducido en la secci~n inicial 
un escalón de 3000, el primer escalón de carga se eleva a 4000 en 
la secci6n anteiior, proviniente de la superposición de la a. id 
Y la cr efl j , y a 2000 en la sección posterior, proviniente18~ -· 
la 0tr~nsm: • 
Los restantes escalones de carga, provienen de las sucesi-
vas reflexiones en los extremos fijo y libre; y las reflexiones 
y transmisiones en la unión de ambos tramos. 
-STRESS 
.. 9.191205593 
1 t LD ·5.F.cE+B::C 
Valu~ of T rrn~er =1 ... 28~~1428~7E-') 
-~----- .. ~ --~· 
FIGURA 11 
5 J .997 .. 52 J&&3 
Valu~ of l (!nter •1.426,7J4ZS~~E-5) __________, 
FI-GURA 12 
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